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Introduction

Nombres harmoniques classiques
N1
H,(N):ZF NeN,r>0
n=1

Généralisation a des compositions s = (si,...,S,)
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Probleme : comportement de ces sommes pour N — +o0o0 7



Ou trouver de telles sommes?

> Analyse des arbres hyperquaternaires de dimension d [Labelle, Laforest,
95], apparition de probabilités de la forme
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> Electrodynamique quantique [Bliimlein, 04], les sommes harmoniques

multiples interviennent sous une forme colorée
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Relation de mélange
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= HS1(N)H52(N) = HS1,S2(N) + H52751(N) + HS1+S2(N)'

Si on adopte le codage suivant Hy (N) := Hs, ... s (N) avec
W =Yy ...Ys, on fait apparaitre des relations sur les mots de la
forme

Yo * Yo = Ys1¥sr T Y V51 + Vs 455+



COMBINATOIRE DES MOTS



Mots de Lyndon

» Soit 'alphabet {y;/i € N*}, le mot vide est noté e.
» Y ordonné par y; < yj si i > j = ordre lexicographique sur Y*

» / € Y* mot de Lyndon & [ strictement plus petit que ses
facteurs droits stricts.
On note Lyn(Y) I'ensemble des mots de Lyndon sur Y.

» Exemple : w = y1yay» ¢ Lyn(Y) car w > y».
Par contre, u = yaysy1 € Lyn(Y).



Produit de mélange

Outre le produit de concaténation, on définit le produit de mélange
ou stuffle de deux mots par e x w = w, pour tout w € Y* et pour
tous mots u = y;u’ et v = y;v/ par
uxv =yt xv)+yj(uxv)+yii(d * V).
Par exemple,
yoysxya = Ya(ys % ya)+ ya(yays x €) + yo(ys x €)

yo(ysya + yays + ¥o) + yayays + yeys
= Y2Ys5Y4 + YoYyays + Yay2ys + yo¥o + Ve Ys.



Théoreme de Radford

Theorem (Radford, Hoffman, 97)

(Q(Y), %) ~ (Q[Lyn(Y)], %)

Autrement dit, tout mot peut se décomposer de maniére unique
comme produit de mots de Lyndon.

Par exemple,

Yiyay2 = Y1 * Yays — Yay1y2 — Yay2y1 — Yay3s — YsY2.

Remarque : Le procédé est constructif.



Algebre des sommes harmoniques
Soit la R-algebre Hr = ({Hw }wey=,.).

Theorem (Hoffman, 97)
Pour tous mots u,v € Y*, Hy (N) = Hy,(N)H,(N).

Proposition (Hoang Ngoc Minh, 03)
Hr >~ (R(Y)),%).

Corollary
Hr ~ R[H,, I € Lyn(Y)].
Par exemple,
Hiap = HiHap — Hs2 — Ha12 — Hap1 — Hags.
Corollary (Petitot, 04)

Les sommes harmoniques H,,, pour w € Y* sont R-linéairement
indépendantes.



DEVELOPPEMENTS
ASYMPTOTIQUES



Définition récursive de H,,

Pour w = ys, ... ys,,
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Principe de I'algorithme

» Siw=y,,r>1ledéveloppement asymptotique de H,(N) est
connu (Euler-Maclaurin).

» Par exemple,
1 1 1

» Si w = y,w, on utilise la définition récursive précédente sous
la forme
+oo 1
Hu(N) = Cw) = 3 ——Hu(n—1)
n=N+1
avec ((w) = limy_ 4o Hy(N) (Multiple Zeta Value) et on
remplace H,/(n — 1) par son D.A.



Exemple pour w = y4y»




Exemple pour w = y,y> (2)

D'ou, en développant les restes des séries en N

Hap(N) = ((4,2) -3

)

Remarque : on a obtenu un D.A. a I'ordre 6 en effectuant un D.A.
du numérateur a I'ordre 3.



Cas d'un mot divergent w = y1y,4

» Probleme : ((1,4) est divergente ! En effet, H,, (N) converge
quand N — oo ssi w = ys, w’ avec s > 1.

» Solution: décomposition de Radford.
En effet, puisque y1ys = y1 x y4 — yay1 — ys, alors

Hi,4(N) = Hi(N)Hs(N) — Hy 1(N) — H5(N)
! ¢, 1)+1 (Wt — ()
- * _ . _ 1
90 v - 180 N
4
_ LL+EL+M+O(L)
1080 N2 9 N3 N4 N5

» Conclusion : nécessité de stocker une table des D.A. pour les
mots de Lyndon.



