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Introduction

Sommes harmoniques multiples (S.H.M.)

e Nombres harmoniques généralisés
N1
H,(N):ZF N eN,r>0
n=1

Extension & des multi-indices s = (s,...,Sr)

1
HsN) = Y
s(N) SN

N2n1>‘..>nr>0

e Apparition dans I'étude de certaines probabilités (arbres
hyperquaternaires [Flajolet et al., 93]), en physique
guantique [Blumlein, 99], en théorie des noeuds...etc



Introduction

Nos résultats

Description de I'algébre des Sommes Harmoniques
Multiples (S.H.M), isomorphe a une algébre de mélange.

Algorithmes pour calculer le développement asymptotique
(D.A.) de Hs(N), quand N — +o0, i.e. un polynédme
p € R[X,Y] tel que

Hs(N) =p <IogN,;> +O<qu> .
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Codage symbolique

Nous adoptons le codage suivant :
S=(S1,...,Sr)—W=Yg ---Ys, €Y,

whereY = {yj|i e N\ {0}}.

Dorénavant, nous noterons Hs(N) = Hy (N) et, pour s; > 1,

Jim Hs(N) = ((s) = ((w)  (M2V),
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Produit harmonique ou “stuffle”

N

1 &1 1 1 1
dwmlmms 2 mmmT 2 memm T 2 g

n=1 m=1 N>n>m>0 N>m>n>0 N>n>0

= Hy, (N)Hy, (N) = Hy, v, (N) + Hyy, (N) +Hy, .., (N)
Le stuffle de deux mots est défini par
ewu = U,

iu)e(yv) = yiUwv) +yj(uwv) +yig(uwv).

Théoreme (Hoffman, 97)
Pour tous u,v € Y*, Hy v (N) = Hy(N) Hy (N).
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Théoreme de Radford

En notant Hr = ( Vect {Hw }wey~,.), Nous avons en fait :

Théoréme
Hr ~ (R(Y)), w).
Tout mot admet une unique décomposition comme produit de
mots de Lyndon.
Remarque : Le procédé est constructif.

Corollaire
Hr ~ R[H, | € Lyn(Y)].

Exemple

Y1YaY2 = YiwYa¥Y2 —YaY1Yo — YaYay1 — Y4Y3 — YsYo.
<= Hiao = HiHs2 —Hs12—Hs21 —Hsz—Hsp.
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D.A. de type récursif
[ ]

Définition récursive de Hy,

Pourw =ys, ...Ys, = Ys,W/,

1 1
Hw(N) = > s s = et 1).
r

N>ni>..>n>0 1 " °° n=r

e Siw =y,,r > 1leD.A. est connu (Euler-MacLaurin).
Par exemple,

1 1 1
Ho(N) = ¢(2) — N + N2 +0 <N3>
e Siw = y,w/, on utilise la définition récursive sous la forme

+ool

Hu(N) = Cw) = 3 Hur(i = 1)

i=N+1
et on remplace Hy/(i — 1) par son D.A.



D.A. de type récursif

[ Je]

Exemple pour w = y,y,

Hi2(N) = ((4,2) -3 +

12 2

Remarque : On obtient un D.A. a I'ordre 6 en calculant le D.A.
du numérateur a I'ordre 3.



D.A. de type récursif

oe

Cas d’'un mot divergent w = y1y4

e Probléeme : ((1,4) diverge ! En effet, Hy (N) converge
quand N — oo ssiw = ys W’ avec s; > 1.

e Solution: décomposition de Radford .
Comme y1ys =y1 wya —Yay1 — Y5, 0n a

Hia(N) = Hi(N)Hs(N) —Hg1(N) —Hs(N)

4 4
= 55 NN)+ o7 = C(4,1) = C(8) + o5

W41+11+ 4 1 1+01

1080 N2 = 9 N3 10800 24/ N4 N®

e Conclusion : nécessité de stocker une table des D.A pour
les S.H.M. indexés par les mots de Lyndon.
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D.A. a l'aide des séries génératrices
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Propriété fondamentale

Proposition
Soitw =ys, ...Ys, = yslw’, alors

LlW ZHW(n

n>0

avec

. zM
Liw(2) = Z nst...n

ng>..>n>0 1

Hy/ (N —1
_ ZMz”
ns:

n>r
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Correspondance entrez et1 — z
Proposition
Soitw € Y*, et 2?77, Liw(z) est égal & une combinaison

algébrique de {Liy(1 —z),u € Y*}, delog(1 —z) etde
polyzéta.

Exemple

Lio(z) = —Lia(1 —z) + log(1 — z)Li1(1 —z) + {(2)

Par conséquent,

. A
Liw(z) - ,
1W—z = JEO a(1—2)%log”(1-2z)+0(|1-z[*), quand z — 1.
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Détermination des coefficients de Taylor
Soitf(z) = > >0 anz", on note an = [2"]f(2).
Proposition

k(1 _
2 a2, = ()

Proposition
Hyf est une combinaison algébrique de {H; }1<,<k, qui sont
algébriquement indépendants.

Exemple

Hyz(N) = %[HE(N) — Ha(N)]
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Exemple
Lii(z)  ((3) log?(1 - z)
1_7 = E#—Iog(l—z)—l—f
+ (1—z)(—'ng(i_z)ﬁog(i_z)) +0(1 - 2)

Donc

Haa(N) = ¢(3)— 29N #1579 l'og('\')+0<l>.

N 2 N2 N2



Merci de votre attention



Technical details

Mots de Lyndon

e Y ordonné pary; <Yy; sii > j = ordre lexicographique sur
Y*

e | € Y* mot de Lyndon < | strictement inférieur a tous ses
facteurs droits stricts.
On note Lyn(Y) 'ensemble des mots de Lyndon sur Y.

e Exemple : w =y1y4y, ¢ Lyn(Y) carw > ys.
Mais u = yayoy1 € Lyn(Y).



Technical details

Construction

Théoreme
Any nonempty word w € Y * may be written uniquely as a
decreasing product of Lyndon words :

w =120 elyn(Y), li>h>.. >l

Lemma
Letw = I[*12 ... 13" € Y*. Then, putting

|1tua1 tulztuaz... L [y o
QW: ’

atlas! ... ap!

we have Qy = w + Ry, where Ry, only contains words smaller
than w.
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