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Sommes harmoniques multiples (S.H.M.)

• Nombres harmoniques généralisés

Hr (N) =
N∑

n=1

1
nr N ∈ N, r ≥ 0

Extension à des multi-indices s = (s1, . . . , sr )

Hs(N) =
∑

N≥n1>...>nr >0

1
ns1

1 . . . nsr
r

• Apparition dans l’étude de certaines probabilités (arbres
hyperquaternaires [Flajolet et al., 93]), en physique
quantique [Blümlein, 99], en théorie des noeuds...etc
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Nos résultats

• Description de l’algèbre des Sommes Harmoniques
Multiples (S.H.M), isomorphe à une algèbre de mélange.

• Algorithmes pour calculer le développement asymptotique
(D.A.) de Hs(N), quand N → +∞, i.e. un polynôme
p ∈ R[X , Y ] tel que

Hs(N) = p
(

log N,
1
N

)
+ O

(
1

Nq

)
.
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Codage symbolique

Nous adoptons le codage suivant :

s = (s1, . . . , sr )←→ w = ys1 · · · ysr ∈ Y ∗,

where Y = {yi |i ∈ N \ {0}}.

Dorénavant, nous noterons Hs(N) = Hw (N) et, pour s1 > 1,

lim
N→+∞

Hs(N) = ζ(s) = ζ(w) (MZV ).
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Produit harmonique ou “stuffle”

N∑
n=1

1
ns1

N∑
m=1

1
ms2

=
∑

N≥n>m>0

1
ns1ms2

+
∑

N≥m>n>0

1
ms2ns1

+
∑

N≥n>0

1
ns1+s2

⇒ Hys1
(N)Hys2

(N) = Hys1 ys2
(N) + Hys2 ys1

(N) + Hys1+s2
(N)

Le stuffle de deux mots est défini par

ε u = u,

(yiu) (yjv) = yi(u v) + yj(u v) + yi+j(u v).

Théorème (Hoffman, 97)
Pour tous u, v ∈ Y ∗, Hu v (N) = Hu(N) Hv (N).
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Théorème de Radford

En notant HR = ( Vect {Hw}w∈Y∗ , .), nous avons en fait :

Théorème
HR ' (R〈Y 〉), ).

Tout mot admet une unique décomposition comme produit de
mots de Lyndon. Mot de Lyndon ?

Remarque : Le procédé est constructif.

Corollaire
HR ' R[Hl , l ∈ Lyn(Y )].

Exemple

y1y4y2 = y1 y4y2 − y4y1y2 − y4y2y1 − y4y3 − y5y2.

⇐⇒ H1,4,2 = H1H4,2 − H4,1,2 − H4,2,1 − H4,3 − H5,2.
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Définition récursive de Hw

Pour w = ys1 . . . ysr = ys1w ′,

Hw (N) =
∑

N≥n1>...>nr >0

1
ns1

1 . . . nsr
r

=
N∑

n=r

1
ns1

Hw ′(n − 1).

• Si w = yr , r ≥ 1 le D.A. est connu (Euler-MacLaurin).
Par exemple,

H2(N) = ζ(2)− 1
N

+
1

2N2 + O

(
1

N3

)
• Si w = yr w ′, on utilise la définition récursive sous la forme

Hw (N) = ζ(w)−
+∞∑

i=N+1

1
is1

Hw ′(i − 1)

et on remplace Hw ′(i − 1) par son D.A.
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Exemple pour w = y4y2

H4,2(N) = ζ(4, 2)−
∞∑

i=N+1

H2(i − 1)

i4
,

Mais H2(i − 1) = ζ(2)− 1
i
− 1

2
1
i2

+ O

(
1
i3

)
donc

H4,2(N) = ζ(4, 2)− 1
3

ζ(2)

N3 +
1
2 ζ(2) + 1

4

N4

−
1
3 ζ(2) + 2

5

N5 + O

(
1

N6

)
Remarque : On obtient un D.A. à l’ordre 6 en calculant le D.A.
du numérateur à l’ordre 3.
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Cas d’un mot divergent w = y1y4

• Problème : ζ(1, 4) diverge ! En effet, Hw (N) converge
quand N →∞ ssi w = ys1w ′ avec s1 > 1.

• Solution: décomposition de Radford .
Comme y1y4 = y1 y4 − y4y1 − y5, on a

H1,4(N) = H1(N)H4(N)− H4,1(N)− H5(N)

=
π4

90
ln (N) +

π4

90
γ − ζ (4, 1)− ζ (5) +

π4

180
1
N

− π4

1080
1

N2 +
1
9

1
N3 +

(
π4

10800
− 1

24

)
1

N4 + O

(
1

N5

)
• Conclusion : nécessité de stocker une table des D.A pour

les S.H.M. indexés par les mots de Lyndon.
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Propriété fondamentale

Proposition
Soit w = ys1 . . . ysr = ys1w ′, alors

Liw (z)

1− z
=
∑
n≥0

Hw (n)zn,

avec

Liw (z) =
∑

n1>...>nr >0

zn1

ns1
1 . . . nsr

r

=
∑
n≥r

Hw ′(n − 1)

ns1
zn
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Correspondance entre z et 1− z

Proposition
Soit w ∈ Y ∗, et z???, Liw (z) est égal à une combinaison
algébrique de {Liu(1− z), u ∈ Y ∗}, de log(1− z) et de
polyzêta.

Exemple

Li2(z) = −Li2(1− z) + log(1− z)Li1(1− z) + ζ(2)

Par conséquent,

Liw (z)

1− z
=

A∑
j=0

aj(1− z)αj logβj (1− z) + O(|1− z|A), quand z → 1.
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Détermination des coefficients de Taylor

Soit f (z) =
∑

n≥0 anzn, on note an = [zn]f (z).

Proposition

[zn]
logk (1− z)

k !(1− z)
= Hyk

1
(n)

Proposition
Hyk

1
est une combinaison algébrique de {Hr}1≤r≤k , qui sont

algébriquement indépendants.

Exemple

Hy2
1
(N) =

1
2
[H2

1(N)− H2(N)]
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Exemple

Li2,1(z)

1− z
=

ζ(3)

1− z
+ log(1− z)− 1− log2(1− z)

2

+ (1− z)

(
− log2(1− z)

4
+

log(1− z)

4

)
+ O(|1− z|)

Donc

H2,1(N) = ζ(3)− log(N) + 1 + γ

N
+

1
2

log(N)

N2 + O

(
1

N2

)
.
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Merci de votre attention



Technical details

Mots de Lyndon

• Y ordonné par yi < yj si i > j ⇒ ordre lexicographique sur
Y ∗

• l ∈ Y ∗ mot de Lyndon⇔ l strictement inférieur à tous ses
facteurs droits stricts.
On note Lyn(Y ) l’ensemble des mots de Lyndon sur Y .

• Exemple : w = y1y4y2 /∈ Lyn(Y ) car w > y2.
Mais u = y4y2y1 ∈ Lyn(Y ).

Back



Technical details

Construction

Théorème
Any nonempty word w ∈ Y ∗ may be written uniquely as a
decreasing product of Lyndon words :

w = lα1
1 lα2

2 . . . lαn
n , li ∈ Lyn(Y ), l1 > l2 > . . . > ln.

Lemma
Let w = lα1

1 lα2
2 . . . lαn

n ∈ Y ∗. Then, putting

Qw =
l α1
1 l α2

2 . . . l αn
n

α1!α2! . . . αn!
,

we have Qw = w + Rw , where Rw only contains words smaller
than w . Back
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